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约束下考虑坐标分量误差相关性的直线拟合

宋占峰 ，郭捷佳 ，李　军

（中南大学土木工程学院，湖南 长沙 410075）

摘　要：直线拟合在曲线拟合研究及工程实践中受到广泛关注，常用的普通最小二乘和正交最小二乘忽略了坐标

分量误差相关性的存在. 基于此，首先论证了在铁路线路整正中全站仪测量坐标点的纵横坐标间存在误差相关

性，同时线路中直线的拟合受到相邻线元的约束；然后，基于极大似然估计及拉格朗日条件极值原理，推导出了顾

及约束和坐标分量误差相关性的直线拟合通用模型，并给出了高斯-牛顿迭代算法搜索最优解；最后，采用了实测

的数据进行了验证及测试. 试验结果表明：该方法能在任何误差分布情况下考虑约束估计直线参数及其精度；考

虑坐标相关误差时，参数估计精度在约束及无约束下分别提高了 9.2%和 2.7%；高斯-牛顿算法在约束及无约束

情况下分别仅 6次及 3次迭代就搜索出最优直线.
关键词：直线；曲线拟合；参数估计；误差相关；条件极值；算法
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Fitting a Straight-Line to Data Points with Correlated Noise Between
Coordinate Components under Constraints

SONG Zhanfeng,     GUO Jiejia,     LI Jun
(School of Civil Engineering，Central South University，Changsha 410075，China)

Abstract:  Straight-line  fitting  has  received  extensive  attention  both  in  curve  fitting  research  and  engineering
practice.  The  methods  of  ordinary  least  squares  and  orthogonal  least  squares  fitting  ignore  the  existence  of  the
observation  error  correlation.  The  coordinate  pairs  of  surveying  points， obtained  by  a  total  station  in  railway
realignment，not only have different levels of precision but also have correlated noise.  Meanwhile，straight-line
fitting is usually under constraints in the realignment. Thus，a straight-line fitting model was derived based on the
maximum  likelihood  estimation  and  Lagrange  conditional  extremum  theory， considering  constraints  and
correlated noise between coordinate components，and a Gauss-Newton algorithm was presented to search for the
optimum.  The  method  was  tested  with  the  field  surveying  data.  Experimental  results  show  that  the  proposed
fitting  method  is  capable  of  estimating  straight-line  parameters  and  their  precisions  in  all  circumstances  by
specifying stochastic models. When considering correlated noise，the precision of estimated parameters improve
9.2% with a constraint  and improve 2.7% without  constraints,  respectively.  The Gauss-Newton algorithm takes
only  6  and  3  iteration  times  with  a  constraint  and  without  constraints  respectively， for  locating  the  optimum
straight-line.

Key words: straight-line; curve fitting; parameter estimation; correlated noise; conditional extremum; algorithm
 
 

直线拟合不仅是曲线拟合研究的热点，并且在

工程实践中被应用广泛[1-2]. 直线拟合是由 n 个测量

(xi,yi), i = 1,2, · · · ,n
a b

点   ，基于最小二乘准则找到一条

最佳拟合直线. x、y 分别为自变量、因变量，   、   分别为
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直线的斜率和截距，拟合直线的方程为 y = ax + b.

a b

普通最小二乘认为变量 x 或 y 无误差去估计参

数   和   ，该方法简单明了，但选择自变量和因变量

不同，拟合的直线不同. 正交最小二乘认为 x 和 y 具

有相同的精度，几何意义是测量点到拟合直线的垂

直距离平方和最小，通常被认为是最佳拟合[3]，在铁

路整正工程中被广泛采用[4-5].
为顾及自变量 x 存在误差，通常采用 EIV （errors-

in-variables）模型进行整体最小二乘估计直线参数[6-7].
整体最小二乘通过建立变量的随机模型可以实现普

通及正交最小二乘拟合直线，同时还可以实现加权

整体最小二乘拟合直线[8]. 但此时还不能考虑自变

量 x 和因变量 y 间的误差相关性. 当已知观测误差

的随机特性时，参数的最优估计应符合这种随机特

性[9]. Amiri-Simkooei等[10]进一步提出了考虑观测值

误差充分相关性的加权整体最小二乘法拟合直线.
直线是轨道线形的组成部分，为保证线路平顺

性，需要估计直线参数，进行既有轨道线形整正. 采
用全站仪采集的数据点，其纵、横坐标不仅精度不

同，并且误差具有相关性. 因此，考虑观测值误差相

关性的加权整体最小二乘才能处理这种情况，实现

直线的最佳拟合. 整体最小二乘法是基于拟合直线

得出的，要处理系数矩阵含有误差及与因变量 y 误

差相关等情况，引入了 EIV模型及 Kronecker积等

复杂矩阵运算[11]. 这在一定程度上造成了理解及工

程应用上的困难[12]. 同时，线路中直线的拟合还受到

相邻线元的约束.
因此，本文基于极大似然估计及拉格朗日条件

极值原理建立直线拟合模型，引入表征测点位置

的附加参数，推导出了顾及约束和观测值误差相

关性直线拟合的通用方法. 实验验证了该方法能在

任何误差分布情况下顾及约束估计直线参数及其

精度. 

1    纵、横坐标的误差相关性

(xA,yA)

(xB,yB) αAB

αAP

在工程实际中，经常使用全站仪获取点位坐标，

测量原理见图 1. 图中：XOY 坐标系中，A   和

B   为控制点，P(x,y)为全站仪测量点，    和

 分别为 AB 边和 AP 边的方位角. 测得独立观测

量水平距离 s 和水平角 β，则 P 点坐标为{ x = xA+ scos(αAB+β) = xA+ scos αAP，
y = yA+ ssin(αAB+β) = yA+ ssin αAP.

（1）

由式（1）和误差传播定律可计算点 P 纵、横坐

标的方差-协方差阵为

c =
[
σ2

x σxy

σyx σ2
y

]
= K

[
σ2

s 0
0 σ2

β

]
KT, （2）

σ2
x σ2

y σxy σyx

σs σβ

K =
cos αAP − s

ρ
sin αAP

sin αAP
s
ρ

cos αAP



式中：    和    分别为 x、y 的方差；    、    分别为

x 和 y、y 和 x 间的协方差；    、    （单位：″ ）分别为

全 站 仪 测 距 和 测 角 的 先 验 精 度 ； 矩 阵  

 .

将式（2）展开得

σ2
x = σ

2
scos2αAP+

σ2
βs

2

ρ2
sin2αAP， （3）

σ2
y = σ

2
ssin2αAP+

σ2
βs

2

ρ2
cos2αAP， （4）

σxy = σyx = 0.5
(
σ2

s −
σ2
βs

2

ρ2

)
sin(2αAP), （5）

ρ = 206 265′′式（3）～（5）中：   .

µ(Θ̂) = [x̂ âx̂+ b̂]

Θ̂ = [â b̂ x̂]T â b̂ x̂

r(Θ) = [rx ry]T =

(l−µ(Θ))T Θ

点 P 坐标观测值 l = [x y] 的期望在拟合直线

上，对应投影位置为    ，其中：参数

估值      ，     和      分别为 a 和 b 的估值，  

为点 P 位置 x 的估值. 坐标改正向量 

 ，其中：   为参数向量，rx 和 ry 分别为 x 和 y

的坐标改正数. 点 P 坐标观测值正态分布密度函数为

f (l;Θ) = |2πc|−1/2 exp
(
−0.5rT(Θ)c−1r(Θ)

)
. （6）

 
 

P

B

A

s

Y

α
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α
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O

X

β

图 1   全站仪测量原理
Fig. 1   Measuring principle

 

min{pxr2
x + pyr2

y } px py

rx ry

min{r2
x + r2

y }
[rx1 ry1 ]

T

px

rx

[0 ry2 ]
T

最小二乘原理为    ，其中    和  

分别为   和   的权重. 当坐标分量同精度时，最小二

乘原理为   . 此时，图 2中测量点 P 的坐标

改正向量    垂直拟合直线，投影点为 P1，即正

交最小二乘. 当纵坐标 x 无误差时，其权    为无穷

大，则     必然为 0. 此时，测量点 P 的坐标改正向量

  垂直 X 轴，在拟合直线上的投影点为 P2，即

普通最小二乘.
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图 2   拟合原理
Fig. 2   Fitting principle

 

σ2
x , σ

2
y σxy , 0

对于全站仪测得的采样点，坐标分量不仅精度

不同（   ），并且误差具有相关性（   ）. 此

时，普通最小二乘或正交最小二乘就不再适合. 

2    约束下顾及误差相关性的直线拟合
 

2.1    直线拟合模型

直线上 n 个观测点坐标组成观测向量 l，其联合

密度函数为

L(l;Θ) =
n∏

i=1

f (li;Θ)， （7）

式中：li = [xi  yi].
Θ   的极大似然估计量为

Θ̂=argmax L(l;Θ). （8）

Θ由式（6）～（8）可推出   的极大似然估计等同于

min

 n∑
i=1

rT
i (Θ)ci

−1ri(Θ)

， （9）

ri(Θ) = [rxi
ryi

]T式中：   ；ci 为测点 i 的方差-协方差矩阵.

rT (Θ) =
[
rT

1 (Θ) rT
2 (Θ) · · · rT

n (Θ]
)

C = diag(c1, c2, · · · , cn) C

令    及 n 个观测点

的方差-协方差矩阵    . 则    、协

因数矩阵 Q 和权阵 P 即为随机模型，满足

C=σ2
0Q = σ2

0 P−1， （10）

σ2
0式中：   为先验单位权方差.

式（9）可写为

min
{
rT (Θ) Pr (Θ)

}
. （11）

min
{
rT (Θ) r (Θ)

}
=min

 n∑
i=1

(r2
xi
+ r2

yi
)


min

n∑
i=1

r2
yi

即观测值正态分布时，极大似然估计和最小二

乘估计等价. 易知，当 P 为单位矩阵 I 时，式（11）退

化为   ，即正交最

小二乘；当 x 权无穷大时，式（11）退化为   ，

即普通最小二乘.

µi(Θ)第 i 个观测点的直线参数方程   可表示为
x̂i = x̃i+δxi,

ŷi = (ã+δa)(x̃i+δxi)+ (b̃+δb) =
ỹi+ x̃iδa+ ãδxi+δb+δaδb,

（12）

(x̃, ỹ) (x̂, ŷ)

ã b̃

式中：    和    分别为点的近似坐标和估值坐

标；    和   分别为斜率和截距的近似值.
δaδb舍去高次微小量   后，式（12）线性化为{ x̂i = x̃i+δxi，

ŷi = ỹi+ x̃iδa+ ãδxi+δb. （13）

因此，线性化的直线方程可简化成矩阵形式如

式（14）.

µ(Θ̂) = µ(Θ̃)+ AδΘ， （14）

Θ̃ Θ A2n×(n+2) =

[
0 I
M N

]
Mn×2 =

[
x̃1 x̃2 · · · x̃n

1 1 · · · 1

]T

Nn×n = diag(ã)

式中：    为    近似值；    ，其中

 ，   .

由式（11）、（14），目标函数可写为

min
{[

AδΘ− r
(
Θ̃
)]T

P
[
AδΘ− r

(
Θ̃
)]}
. （15）

线路中直线的拟合还要满足与相邻线元相切等

约束条件，如已知相邻线元为圆曲线，其圆心位置

（x0，y0）和半径 R 已知，则直线拟合受到的约束为

y0−ax0−b
√

1+a2
−R = 0. （16）

线性化后为

−x0(1+ ã2)−
(
y0− ãx0− b̃

)
ã

1+ã2
δa−

δb+ y0− ãx0− b̃−R(1+ ã2) = 0. （17）

约束条件线性化后，矩阵表示为

BδΘ+w = 0， （18）

式中：B 为系数矩阵，其秩为约束条件的个数；w 为

闭合差向量.
构造拉格朗日极值函数为

min
{[

AδΘ− r
(
Θ̃
)]T

P
[
AδΘ− r

(
Θ̃
)]
+

γT (BδΘ+w)
}
, （19）

γ式中：   为拉格朗日乘向量.
为得到极小值，对式（19）求一阶导数并令其为

0，可得

AT PAδΘ− AT Pr
(
Θ̃
)
+BTγ = 0. （20）

N = AT PA M = AT Pr
(
Θ̃
)

令   及   ，式（20）写为

NδΘ−M+BTγ = 0. （21）

BN−1式（21）乘以   ，再减去式（18）可得
BN−1BTγ−BN−1 M−w = 0. （22）
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Nc = BN−1BT令   ，由式（22）可求得

γ = N−1
c

(
BN−1 M+w

)
. （23）

将式（23）代入式（21）得
δΘ = N−1

(
I−BT N−1

c BN−1
)

M −
N−1 BTN−1

c w. （24）

当无约束时，B 为空矩阵，则式（24）变为
δΘ = N−1 M. （25）
约束条件下参数的估值为

Θ̂ = Θ̃+δΘ. （26） 

2.2    参数精度

Θ̂

求得参数的最佳估值，需进一步评定其精度. 依
据协因数传播定律，由式（24）得到参数估值   的协

因数阵为
QΘ̂ = N−1(I−BT N−1

c BN−1). （27）

同理，当无约束时，式（27）变为
QΘ̂ = N−1=(AT PA)−1. （28）

因此，附加约束后，参数的协因数将减小.
Θ̂由式（10）可得   的方差-协方差如式（29）所示.

CΘ̂ = σ̂2
0QΘ̂， （29）

σ̂2
0 =

r(Θ̂)
T
Pr(Θ̂)

2n− t+m
, （30）

σ̂0

Θ̂

式中：    为后验单位权中误差，反映了观测值与模

型之间的拟合程度；t 为   中元素个数；m 为约束个

数. 

2.3    迭代寻优过程

δΘ

∥δΘ∥ ⩽ ε ε

由于拟合模型舍去了高次项，参数初值为近似

值 . 因此，需要使用高斯-牛顿迭代寻优算法进行

迭代计算，直至    向量趋于 0. 迭代终止条件设为

 ，   为阈值，取为 10−6. 算法流程见图 3.
  

计算参数初值 Θ

按式 (25) 计算 δΘ

是

否
||δΘ||≤ ε？

Θ̂ = Θ + δΘ,

ˆΘ = Θ

ˆΘ̂ = Θ + δΘ, 
Θ̂ Θ̂0计算 Q  、σ2 和 C

给定观测数据 l、随机模型 P 和约束 B

计算矩阵 A, 向量 r(Θ) = l − μ(Θ)

图 3   高斯-牛顿迭代算法
Fig. 3   Gauss-Newton iteration algorithm 

3    试验算例

σ0=1

选取国内某既有专用线（设计速度 30 km/h）直
线段的复测数据，每 20 m测一个点，共 20个测点，

坐标数据见表 1. 使用的全站仪的测角精度为 2″，测
距精度为（2 + 2 × 10−6D） mm，D 为距离，mm. 控制

点 A 的坐标为（1 000.012，1 500.023），后视方位角

为 45°00′05″，由式（3）～（5）可计算出各测点纵、横

坐标的方差及协方差，进而组成方差-协方差矩阵 C.
取先验单位权中误差     ，由式（10）可计算出实

际测点的随机模型 P1，其各项元素列于表 1. 表中：

px、py 和 pxy 分别为式（2）中 c−1 对应对角线元素和非

对角线元素. 结果表明观测点的坐标分量不仅精度

不同，并且误差具有相关性.
为验证直线的拟合方法的通用性，选用了对应

正交最小二乘和普通最小二乘的两种随机模型对比

计算，随机模型 P2 为单位矩阵，表示观测点的 x 坐

标和 y 坐标具有相同的精度，即正交最小二乘拟合；

模型 P3 表示 x 坐标的精度远高于 y 坐标，即普通最

小二乘拟合.
由设计资料知该直线与圆曲线直接相接，圆心 C

的坐标为（1 693.970，1 443.300），半径 R = 800 m. 为
测试高斯-牛顿算法的效率和稳健性，选择的初始直

线远离最优位置，初始直线参数列于表 2中的第

0次迭代，闭合差 w 为圆心到直线的距离减去半径，

初始直线与圆曲线相离 479.525 m. 算法经过 6次迭

代收敛，w 变为 0，说明拟合直线满足约束，与圆曲

线相切于直圆点（Z），图 4（a）展示了该拟合过程，验

证了方法的正确性.

σ̂0

σb

σb

3种随机模型的非零元素见表 1. 约束下 3种随

机模型的拟合直线参数和精度列于表 3，算法均经

过 6次迭代收敛，耗时均在 0.6 s以内. 基于 P1 得到

的后验单位权中误差     = 16.5 mm，截距的中误差

  = 60.0 mm，均为最小，相对于 P2 和 P3 得到的

  = 66.1 mm，精度提升了 9.2%. 3种随机模型下的

直圆点坐标（xZ，yZ）列于表 3，对应位置如图 4（b），
分别表示为 Z1、Z2 和 Z3，其中 Z2 和 Z3 点重合.

令 B 为空矩阵，用同样的参数初值进行无约

束的直线拟合，3种随机模型的拟合直线参数和精

度列于表 4，算法均经过 3次迭代收敛，耗时均在

0.5 s以内，表明无约束拟合直线具有更高的效率.
且无约束时的单位权中误差及参数精度均高于约

束下的直线拟合，说明在无约束情况下，测点与拟

合直线的贴合度更好. 但是，无约束拟合获得的直
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线不相切于已知圆曲线，如图 4（b）所示，相离距

离 d = 0.18 m，不符合线路连续性的要求. 另外，在

无约束拟合时，基于 P1 得到的后验单位权中误差

σ̂0 σb  =  2.3  mm，截距的中误差     =  25.0  mm，相对

P2 和 P3 精度提升了 2.7%. 说明不论是否有约束，考

虑坐标相关误差时，获得的直线参数精度均为最高.
 

表 1   实地观测点坐标及采用的 3 种随机模型

Tab. 1    Coordinate pairs of field surveying data and three stochastic models for fitting

点号 x/m y/m
C 中非零元素 P1 中非零元素 P2 中非零元素 P3 中非零元素

σ2
x   /mm2 σ2

y   /mm2 σxy   /mm2 px py pxy px/py  px/py 

1 688.639 1 398.869 7.337 1 9.788 1 −0.890 2 0.137 8 0.103 3 0.012 5 1 10 000

2 701.467 1 383.525 7.328 9 9.301 4 −0.908 0 0.138 1 0.108 8 0.013 5 1 10 000

3 714.294 1 368.180 7.334 0 8.888 8 −0.911 5 0.138 1 0.114 0 0.014 2 1 10 000

4 727.121 1 352.835 7.354 7 8.548 5 −0.908 0 0.137 8 0.118 5 0.014 6 1 10 000

5 739.953 1 337.495 7.394 8 8.276 7 −0.904 4 0.137 1 0.122 5 0.015 0 1 10 000

6 752.783 1 322.152 7.460 2 8.068 4 −0.907 1 0.135 9 0.125 7 0.015 3 1 10 000

7 765.609 1 306.806 7.558 4 7.916 6 −0.921 0 0.134 2 0.128 1 0.015 6 1 10 000

8 778.434 1 291.460 7.697 7 7.812 6 −0.948 7 0.131 9 0.129 9 0.016 0 1 10 000

9 791.262 1 276.115 7.886 7 7.747 7 −0.990 9 0.128 9 0.131 2 0.016 5 1 10 000

10 804.088 1 260.770 8.134 0 7.713 2 −1.046 2 0.125 1 0.132 0 0.017 0 1 10 000

11 816.915 1 245.425 8.447 1 7.701 2 −1.111 1 0.120 7 0.132 4 0.017 4 1 10 000

12 829.740 1 230.078 8.832 3 7.705 4 −1.180 5 0.115 6 0.132 5 0.017 7 1 10 000

13 842.564 1 214.731 9.293 9 7.720 6 −1.248 5 0.110 0 0.132 4 0.017 8 1 10 000

14 855.389 1 199.384 9.834 6 7.743 7 −1.308 7 0.104 0 0.132 1 0.017 6 1 10 000

15 868.213 1 184.036 10.455 6 7.772 9 −1.354 6 0.097 9 0.131 6 0.017 1 1 10 000

16 881.043 1 168.694 11.156 2 7.807 7 −1.380 3 0.091 6 0.130 9 0.016 2 1 10 000

17 893.875 1 153.353 11.935 5 7.848 9 −1.380 6 0.085 5 0.130 1 0.015 0 1 10 000

18 906.703 1 138.009 12.791 7 7.898 1 −1.351 1 0.079 6 0.128 9 0.013 6 1 10 000

19 919.537 1 122.670 13.721 8 7.956 9 −1.288 0 0.074 0 0.127 6 0.012 0 1 10 000
20 932.371 1 107.331 14.723 6 8.027 7 −1.188 6 0.068 7 0.126 1 0.010 2 1 10 000

 

表 2   顾及约束和相关误差的直线拟合过程

Tab. 2    Process of straight-line fitting with both a constraint and correlated noise

迭代数/次 â  b̂   /m σ̂0   /mm σa  σb   /mm w/mm

0 −0.681 654 264 2 210.153 480 59 093.318 880 6.147 77 × 10−2 93 044.287 650 −479 524.603 400

1 −0.935 165 106 2 013.498 778 5 844.096 808 6.079 90 × 10−3 9 201.714 082 −59 428.755 230

2 −1.146 887 043 2 183.687 057 448.743 795 9.664 25 × 10−4 1 148.244 207 −9 789.990 571

3 −1.195 130 784 2 221.779 805 10.362 946 3.199 07 × 10−5 35.137 584 −394.045 005

4 −1.197 201 392 2 223.403 509 16.492 003 5.525 43 × 10−5 59.714 483 −0.691 388

5 −1.197 204 886 2 223.406 205 16.525 002 5.555 95 × 10−5 60.003 229 −0.000 002
6 −1.197 204 886 2 223.406 205 16.525 002 5.555 98 × 10−5 60.003 515 0

 

表 3   约束下 3 种随机模型拟合直线的参数估值及其精度

Tab. 3    Parameter estimation of fitting line and their precisions of three stochastic models with constraints

随机模型 â  b̂   /m σ̂0   /mm σa  σb   /mm xZ/m yZ/m 迭代数/次 耗时/s

P1 −1.197 204 89 2 223.406 2 16.525 5.555 98 × 10−5 60.0 1 079.980 9 930.447 8 6 0.494
P2 −1.197 222 36 2 223.425 1 49.031 6.120 12 × 10−5 66.1 1 079.977 2 930.452 2 6 0.503
P3 −1.197 222 33 2 223.425 0 76.478 6.120 12 × 10−5 66.1 1 079.977 2 930.452 2 6 0.496
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图 4   约束及无约束的直线拟合

Fig. 4   Straight-line fitting with a constraint and without constraint
 

表 4   无约束下 3 种随机模型拟合直线的参数估值及其精度

Tab. 4    Parameter estimation of line fitting and their precisions of three stochastic models without constraint

随机模型 â  b̂   /m σ̂0   /mm σa  σb   /mm 迭代数/次 耗时/s

P1 −1.196 269 322 2 222.672 000 2.293 655 3.102 33 × 10−5 25.008 852 3 0.461
P2 −1.196 259 074 2 222.663 879 6.710 739 3.163 16 × 10−5 25.743 943 3 0.414
P3 −1.196 259 065 2 222.663 872 0.462 488 3.163 16 × 10−5 25.743 942 3 0.438

 
 

4    结　论

在铁路维护中，全站仪获取的轨道坐标点具有

误差相关性，普通最小二乘或正交最小二乘拟合直

线不能考虑观测值之间的这种误差相关性. 提出的

直线拟合通用模型，可以考虑坐标分量间的误差相

关性实现直线拟合. 通过指定随机模型，可以实现普

通最小二乘、正交最小二乘或加权整体最小二乘直

线拟合，并揭示了其对应的几何意义.
通常的直线拟合方法未考虑约束条件，线路重

构中直线的拟合受到相邻线元的约束. 提出的直线

拟合通用模型，可以在约束下同时顾及误差相关性

实现直线拟合. 顾及坐标相关误差时，可以提升估计

参数的精度：约束及无约束下参数估计精度分别提

高了 9.2%和 2.7%.
采用的高斯-牛顿算法运行效率高，能够快速得

到直线参数的最佳估值及其精度. 在约束及无约束

情况下分别仅 6次及 3次迭代就搜索出最优直线.

致谢：中南大学土木工程国家级实验教学示范中心

项目（201905406）.
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